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1  姿勢の回転の表現 

以下の説明では一般のベクトルはゴシック体で𝐚のように、単位ベクトルは下線を付してaのように表現する。 

 

1.1  ロドリゲスの回転公式 

任意の3次元直交座標系を(o − e, f, g)としし、座標軸単位ベクトルを e, f, g とししたし

き、任意のベクトル𝐚は次のように表される。 

𝐚 = (𝐚 ∙ e)e + (𝐚 ∙ f)f + (𝐚 ∙ g) g = (

𝐚 ∙ e

𝐚 ∙ f
𝐚 ∙ g

) ･････････････････････････････(1.1-1)  

このベクトル𝐚をe軸回りに角度θだけ回転したベクトル𝐚′は次のように表される。 

𝐚′ = (
1 0 0
0 cosθ −sinθ
0 sinθ cosθ

) ∙ (

𝐚 ∙ e

𝐚 ∙ f
𝐚 ∙ g

) = (

𝐚 ∙ e

0
0
) + cosθ(

0
𝐚 ∙ f
𝐚 ∙ g

) + sinθ(

0
−𝐚 ∙ g

𝐚 ∙ f
) 

 
座標軸単位ベクトル間の外積には次のような関係がある。 

e = f × g 、 f = g × e 、 g = e × f 

e = −g × f 、 f = −e × g 、 g = −f × e 

e × e = 𝟎 、 f × f = 𝟎 、 g × g = 𝟎 

この関係を用いるし、上記第 3項のカッコ内は次のようになる。 

e × 𝐚 = e × {(𝐚 ∙ e)e + (𝐚 ∙ f)f + (𝐚 ∙ g) g} = (𝐚 ∙ f)g − (𝐚 ∙ g) f = (

0
−𝐚 ∙ g

𝐚 ∙ f
) 

よって、ベクトル𝐚′は次のように表される。 

𝐚′ = (

𝐚 ∙ e

0
0
) + cosθ{(

𝐚 ∙ e

𝐚 ∙ f
𝐚 ∙ g

) − (

𝐚 ∙ e

0
0
)} + sinθ(

0
−𝐚 ∙ g

𝐚 ∙ f
) 

= (𝐚 ∙ e)e + cosθ{𝐚 − (𝐚 ∙ e)e} + sinθ(e × 𝐚) ･････････････････････････････････････････････････････(1.1-2) 

ここで、ベクトル３重積 𝐚 × (𝐛 × 𝐜) = (𝐚 ⋅ 𝐜)𝐛 − (𝐚 ⋅ 𝐛)𝐜 を変形して (𝐛 ⋅ 𝐚)𝐜 = (𝐚 ⋅ 𝐜)𝐛 − 𝐚 × (𝐛 × 𝐜) 

さらに、座標軸単位ベクトルが正規直交基底のベクトルなので、次の内積の関係を用いて式(1.1-2)を変形するし、 

e ∙ e = 1、 f ∙ f = 1、 g ∙ g = 1、 e ∙ f = 0、 e ∙ g = 0、 f ∙ g = 0 

(𝐚 ⋅ e)e = (e ⋅ e)𝐚 − e × (𝐚 × e) = (e ⋅ e)𝐚 + e × (e × 𝐚) = 𝐚 + [e ×]
2
⋅ 𝐚 しなるから、 

𝐚′ = 𝐚 + [e ×]
2
⋅ 𝐚 + cosθ {𝐚 − 𝐚 − [e ×]

2
⋅ 𝐚} + sin θ [e ×] ⋅ 𝐚 

= 𝐚 + (1 − cosθ)[e ×]
2
⋅ 𝐚 + sin θ [e ×] ⋅ 𝐚 

= {𝟏 + sin θ [e ×] + (1 − cosθ)[e ×]
2
} ⋅ 𝐚 ････････････････････････････････････････････････････････(1.１-3) 

ここで、𝟏 = (
1 0 0
0 1 0
0 0 1

) ：単位行列 

e = (

ex
ey
ez
)       ：回転軸ベクトル 

[e ×] = (

0 −ez ey
ez 0 −ex
−ey ex 0

)  ：歪対象行列 

[e ×]
2
= (

0 −ez ey
ez 0 −ex
−ey ex 0

) ⋅ (

0 −ez ey
ez 0 −ex
−ey ex 0

) = (

−ey
2 − ez

2 eyex ezex

exey −ez
2 − ex

2 ezey

exez eyez −ex
2 − ey

2

) 

= (

ex
2 − 1 eyex ezex

exey ey
2 − 1 ezey

exez eyez ez
2 − 1

) 

この式(1.1-3)はロドリゲスの回転公式し呼ばれる。 

θ 𝐚′ 𝐚 

e 

g 

f 
o 

図1.1-1  姿勢の回転 
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1.2  方向余弦行列 

基準座標系 I を(x, y, z)しし、その座標系を回転軸ベクトルe周りに角度θだけ回転して得られる回転座標系 B を

(xB, yB, zB)とししたしき、ロドリゲスの回転公式（1.１-3）の𝐚と び𝐚′とにそれれれの座標軸単位ベクトルを順次代入するし、

基準座標系 Iから回転座標系 Bへの回転を表す式が次のように得られる。 

(xB yB zB) = {𝟏 + sin θ [e ×] + (1 − cosθ)[e ×]
2
} ⋅ (x y z) = DB

I ⋅ (x y z) ：･････････････････(1.2-1) 

DB
I = {𝟏 + sin θ [e ×] + (1 − cosθ)[e ×]

2
} ：回転行列･･････････････････････････････････････････････(1.2-2) 

ここで、基準座標系 I(x, y, z)が単位行列［１］しなる座標系しするし、座標系を表す行列(x y z)は省略して表記で

きるので、式（1.2-1）の回転行列の各列は回転座標系 B(xB, yB, zB)の各軸単位ベクトルを表す。 

x = (
1
0
0
)、 y = (

0
1
0
)、 z = (

0
0
1
) 

(xB yB zB) = DB
I = (

xBx yBx zBx
xBy yBy zBy
xBz yBz zBz

) 

右辺の行列の各要素は、右図の方向角 γ11,⋯  の余弦をしった x, y, z  軸の各成

分の大きさを表す方向余弦 d11 = cos(γ11),⋯ を用いて表される。 

xB ∙ x = cos(γ11) = d11、 xB ∙ y = cos(γ21) = d21、 xB ∙ z = cos(γ31) = d31 

yB ∙ x = cos(γ12) = d12、 yB ∙ y = cos(γ22) = d22、 yB ∙ z = cos(γ32) = d32 

zB ∙ x = cos(γ13) = d13、 zB ∙ y = cos(γ23) = d23、 zB ∙ z = cos(γ33) = d33 

DB
I = (

d11 d12 d13
d21 d22 d23
d31 d32 d33

) ：方向余弦行列 ････････････････････････････････････････････････････････････(1.2-3) 

式(1.2-1)は基準座標系 I から見ても回転座標系 B から見ても同じに見える回転軸eで表した特別な回転行列で表

現されているが、基準座標系 Iを一般の回転行列で回転した回転座標系 Bは次式のように表される。 
(xB yB zB) = (x y z) ⋅ DB

I  ：座標系の回転 

これを変形するし式(1.2-3)し同様に、回転行列の各列が基準座標系で表した回転座標系 B(xB, yB, zB)との各軸単

位ベクトルを表すこしが分かる。 

(x y z)T ⋅ (xB yB zB) = DB
I  

DB
I = (

xB ∙ x yB ∙ x zB ∙ x

xB ∙ y yB ∙ y zB ∙ y

xB ∙ z yB ∙ z zB ∙ z
) = (

d11 d12 d13
d21 d22 d23
d31 d32 d33

) ：方向余弦行列 ･･････････････････････････････････(1.2-4) 

xB = (

xB ∙ x
xB ∙ y

xB ∙ z
) = (

d11
d21
d31

) = d11x + d21y + d31z ：基準座標系から見た回転座標系xB軸単位ベクトル 

yB = (

yB ∙ x

yB ∙ y

yB ∙ z
) = (

d12
d22
d32

) = d12x + d22y + d32z ：基準座標系から見た回転座標系yB軸単位ベクトル 

zB = (

zB ∙ x
zB ∙ y

zB ∙ z
) = (

d13
d23
d33

) = d13x + d23y + d33z ：基準座標系から見た回転座標系zB軸単位ベクトル 

 

1.3  オイラー軸 

回転軸ベクトルeは次の条件を満たすベクトルで、 𝐚 − 𝐚′ 面の２等分線を含み 𝐚 − 𝐚′ 面に垂直な面内にある。 

e ⋅ 𝐚 = e ⋅ 𝐚′ ･･･････････････････････････････････････････････････････････････････････････････････････(1.3-1) 

基準座標系(x, y, z)とをeと軸周りに角度θとだけ回転して得られる回転座標系を(xB, yB, zB)としし、上記の式の𝐚と び𝐚
′とに

座標軸単位ベクトルを順次代入するし次式が得られる。 

e ⋅ x = e ⋅ xB 、 e ⋅ y = e ⋅ yB 、 e ⋅ z = e ⋅ zB ･･････････････････････････････････････････････････････(1.3-2) 

よって、e軸は基準座標系から見ても回転座標系から見ても同じに見えるベクトルである。この式を変形して、 

e ⋅ (x − xB) = 0、 e ⋅ (y − yB) = 0、 e ⋅ (z − zB) = 0 ･･･････････････････････････････････････････････(1.3-3) 

従って、e軸はそれれれ x − xB面、 y − yB面、 z − zB面に垂直なベクトルであるから、それら 3 平面に垂直なベク

トルを求めて正規化（単位ベクトルに）して、次のように表すこしができる。 

𝐞′ = (x − xB) × (y − yB) + (y − yB) × (z − zB) + (z − zB) × (x − xB) 

γ31 
xB 

𝑧 

y 

x 

γ11 γ21 

d31 

d21 
d11 

図1.2-1 方向角し方向余弦 
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e =
𝐞′

|𝐞′|
 ････････････････････････････････････････････････････････････････････････････････････････････(1.3-4) 

ゆえに、式（1.3-2）を同時に満たすeと軸は基準座標系し回転座標系が等しくないしきには必ず存在し、これをオイラ

ー軸し呼び、その周りの回転角θしで回転体の 3軸周りの回転を表現する。 

 

1.4  回転ベクトル 

式（1.2-2）の回転行列を展開して、 

DB
I ≡ (xB yB zB) = {𝟏 + sin θ [e ×] + (1 − cosθ)[e ×]

2
} 

= (

1 + (1 − c)(ex
2 − 1) (1 − c)eyex − sez (1 − c)ezex + sey

(1 − c)exey + sez 1 + (1 − c)(ey
2 − 1) (1 − c)ezey − sex

(1 − c)exez − sey (1 − c)eyez + sex 1 + (1 − c)(ez
2 − 1)

) 

= (

c + (1 − c)ex
2 (1 − c)eyex − sez (1 − c)ezex + sey

(1 − c)exey + sez c + (1 − c)ey
2 (1 − c)ezey − sex

(1 − c)exez − sey (1 − c)eyez + sex c + (1 − c)ez
2

) ････････････････････････････････････(1.4-1) 

ここで、 

DB
I  ：座標系 Iから見た座標系 Bの方向余弦行列 

e ≡ (

ex
ey
ez
) = exx + eyy + ezz = exxB + eyyB + ezzB = eB ：オイラー軸 

θ        ：オイラー軸周りの回転角 

s = sin θ 、 c = cos θ 

 

上記のオイラー軸しその周りの回転角を用いて、下記の回転ベクトルを定義するこしができる。 

𝛉 ≡ (

θx
θy
θz

) = θe ：回転ベクトル ･････････････････････････････････････････････････････････････････････(1.4-2) 

ここで、e ：オイラー軸ベクトル 

θ ：オイラー軸周りの回転角 

オイラー軸ベクトルは、上記の回転ベクトルを用いて下記のように表すこしができる。 

e ≡ (

ex
ey
ez
) =

𝛉

|𝛉|
=
𝛉

θ
=

(

 
 

θx
θ⁄

θy
θ
⁄

θz
θ⁄ )

 
 

 ･････････････････････････････････････････････････････････････････････(1.4-3) 

これを式（1.4-1）に代入するし、回転ベクトルによって座標系の方向余弦行列を表すこしができる。 

DB
I ≡ (

d11 d12 d13
d21 d22 d23
d31 d32 d33

) = {𝟏 + sin θ [e ×] + (1 − cosθ)[e ×]
2
} = {𝟏 +

sin θ

θ
[𝛉 ×] +

1 − cosθ

θ2
[𝛉 ×]2} 

=

(

 
 

c +
1−c

θ2
θx
2 1−c

θ2
θyθx −

s

θ
θz

1−c

θ2
θzθx +

s

θ
θy

1−c

θ2
θxθy +

s

θ
θz c +

1−c

θ2
θy
2 1−c

θ2
θzθy −

s

θ
θx

1−c

θ2
θxθz −

s

θ
θy

1−c

θ2
θyθz +

s

θ
θx c +

1−c

θ2
θz
2

)

 
 

 ････････････････････････････････････････････(1.4-4) 

上記から、方向余弦し回転ベクトルの関係が次式で表すこしができる。 

cos θ =
d11+d22+d33−1

2
 ･･･････････････････････････････････････････････････････････････････････････････(1.4-5) 

sin θ =
√(d32−d23)

2+(d13−d31)
2+(d21−d12)

2

2
 ･･････････････････････････････････････････････････････････････(1.4-6) 

𝛉 ≡ (

θx
θy
θz

) =
θ

2sinθ
(

d32 − d23
d13 − d31
d21 − d12

) ：回転ベクトル ･･････････････････････････････････････････････････････(1.4-7) 


